OSNOVNA PRAVILA, FORMULE I ZADACI 1Z ANALITICKE GEOMETRIJE
Jednacina prave p

OM =r=r,, oznatava da je r=7",, predstavnik vektora &ija potetna tatka je koordinatni potetak O=0(0,0,0).

—

Neka je 7, =r=(x,y, z) vektorska promenljiva i A(x1,y1,21) € p || p=(p1, p2, p3). Tada je

M(z,y, 2) Ep@AMHﬁ@ T, =T, pe r—r, :tﬁ,odnosno‘p: F:FA+tﬁ‘ & p: 9”;”1 — y;2y1 — z;;l —

—

<:>’p: r=x1+tp1 N y=uyi+1itpa A z:zl+tp3‘<:> p: (=7 )xp=0|<|p: FXxpP=7F, xp
Jednacina ravni « B

Neka je 7,, = 7=(z,vy, z) vektorska promenljiva i Q(x1,y1,21) € « L 7i = (A, B,C)=Ai+ Bj + Ck. Tada je
M(zx,y, z) Ea@QMLﬁ@Qﬂﬁ:0@ (ry —Tg)i =0 nr=r1irg < Ar+ By+Cz+ D =0,/
S| Al — 1)+ By — ) +C(z — 21) = 0| gde je @ = Ai + Bj + Ck = (A, B, C') vektor normalan na ravan
a, @) proizvoljna fiksna tacka ravni «, 7 promenljivi (tekuéi) vektor ¢iji vrh uvek pripada ravni o ako mu je
pocetak u tacki 0(0,0,0), A, B,C,D su realni brojevi za koje vazi da je A>+ B*+C*#0 i D = —nr,,.
Normalna projekcija vektora & na pravac vektora @ je vektor pra(zZ) = £d = & & (|pry(z)| = &

Za |q] = 1, prg(7) = (¢7)q, a algebarska projekcija na pravac vektora ¢ je 7.

b
K
su vektori @ i b istog smera i znak — ako su suprotnog smera. Druglm re¢ima, sva ki vektor se

moZe napisati kao njegov intezitet puta jedini¢ni vektor njegovoga pravca.

Za svaki vektor @ koji ima isti pravac kao i vektor l;, vazi da je d = +|d| =, gde se uzima znak + ako

Deoba duzi u datoj razmeri Ako je AM = AMB (\:1= AM : MB), tada je iy = "8,
Prodor prave kroz ravan
Zajednicka tacka P ravni « : i = nir, i prave a : ¥ = 7, + td dobija se tako sto 7 = 7, + ta uvrstimo u

17 = 1r, i reSimo dobijenu jednacinu po t. Tako dobijamo da je t = W. Ako sada tako dobijeno ¢

uvrstimo u 7 = 7, + td, tada promenljvi (tekuéi) vektor 7 postaje 7., pa sledi da formula za 7, tj. za prodor

— — — — — — — . . — — ('FQ_FA)FL—»
P, prave a : "= 7, + td kroz ravan « : i7" = 7, tj. {P} =aNaje |7, =7, + —4=="—d.

Sve projekcije i kose i ortogonalne ( normalne ), na pravu i na ravan, dobijaju se kao posledice formule prodora!

Svaki vektor  # 0 moze se na jedinstven nacin napisati kao zbir vektora p'i ¢ tako da je p’ paralelan sa
datom pravom a : ¥’ = 7, + td i ¢ paralelan sa datom ravni 7 : 77" = 77, i ako je a |f m. Tada mora biti
P = pra-(%) = Z—g&' 1q=pr.a(%) =2— g—fgd’, gde pr,z(Z) zovemo projekcija vektora # na ravan m u
pravcu vektora @ i prz () zovemo projekcija vektora & na pravac vektora @ u ,prveu ravni 7 tj.
pra.(Z) je kosa projekcija vektora & na pravac vektora @ u ,prvcu ravni 7.
pr.z(Z) je kosa projekcija vektora & na ravan 7 u prvcu vektora .

Projekcija (ortogonalna) tacke na pravu

Neka je prava a odredena tackom A koja joj pripada i vektorom @ sa kojim je paralelna. Projekcija M’ tacke

M na pravu a : 7= 7, 4+ ta dobija se tako Sto postavimo ravan « kroz tacku M normalno na na pravu a i

AL
aa

trazimo prodor parave a kroz ravan « po prethodnoj formuli. Tako dobijamo da je |7

w = Tat

Projekcija (ortogonalna) tacke na ravan
Projekcija M’ tacke M na ravan « : 77" = 7ir, dobija se tako §to kroz tacku M postavimo pravu normalnu

—

na ravan « i prodorna tacka te prave kroz ravan a bice trazena tacka M’ |7 , =7, +

Osnovna pravila za reSavanje zadataka iz analiticke geometrije.

1. Jedini¢ni vektor bilo kojega pravca (ili prave p) se dobija kada bilo koji vektor p paralelan sa pravom
(pravcem) p, podelimo sa njegovim sopstvenim intezitetom tj. jedini¢éni vektor je %.

2. Svaki vektor je proizvod njegovog inteziteta i jedinicnog vektora paralelnog i istog smera sa njim.

(7, —7, )i
Q M =
A n.

3. U vecini zadataka, potreban vektor u resavanju, dobija se kao vektorski proizvod neka dva data
nekolinearna vektora koji su oba normalna na trazeni vektor.
4. Dati su vektori 7,,d, b, ¢ i realni brojevi |1ﬁ| = dy, |BT” =dy i |@| =ds, takodajed || AB, b BC i
b

¢ || CD. Tada . izrazen u zavisnosti od datoga je 7, =7, + dlﬁ:‘ + dzm + dg%, gde se ispred sabiraka

uzimaju znaci 4+ ako su vektori @, b, ¢ istog smera sa redom vektorima Ag, Bif, CB, a u suprotnom znaci —



Primeri:
1. Odrediti temena A i B jednakostrani¢nog trougla ABO, gde tacke A i B pripadaju pravoj p: 7= 7, +tp

i 0(0,0,0) ¢ p. ResSenje: Neka je S projekcija koordmatnog pocetka O(0,0,0) na pravu p. Tada je

— — ((000) T‘P)p — — TP;D -+ = — ‘TS‘
r«=rT ——s T, — == 17T = 7" +
s p T op pP="Tp PP A,B V3 |P

1A. Odrediti temena A, B i C' kvadrata OABC, ako A i B pripadaju pravoj p : ¥ = (—=9,—9,0) + (8, 1,4),
r,Llp i AB- (8,1,4) > 0. ReSenje: Tacka A je projekcija koordmatnog pocetka O(0,0,0) na pravu p, pa je

- 0,0,0)—(—9,—9,0))(8,1,4 8,1,4 .
= (=9, -9,0)+ COOLBSOCLY (8,1,4) = (—1,-8,4), 7y = 7, +|F, {51 = (7. -T.8) irg = (8,1,4).

1B. Izraziti vektore plozaja 7, 7, i 7, temena A, C'i B kvadrata OAC'B u zavisnosti od 77, = (=17, —10, —4)
ip=(-8,—1,—4), ako dijagonala AB pripada pravoj p : ¥ =7, + tp. ReSenje:

Presek S dijagonala OC' i AB kvadrata OACB je projekcija koordinatnog pocetka O(0,0,0) na pravu p,
O (e S (0,0,0)—(—17,—10,—4) ) (—8,—1,—4)

Fs =Tp + OTPP p= (_177 —10, _4) + ( (—8,—1,—4)(—8,—)1,—4) (_87 -1, _4) = (_17 -8, 4)7

7 7 (P e = pade 1 = (T,=7,8), 17 = (=9,=9,0) i 7, = 2 = v} +77, =7, = (=2,-16,8).

as —Ts s )

2. Odrediti 7, u zavisnosti od 7, 17, tako da trougao ABC bude jednakostranican i da tacke OABC budu

komplanarne, gde je O koordinatni pocetak. ReSenje: 7, = %(FA+F )j:‘[|1@| a gde je d= (7, Xfﬁ) x AB

3 Odrediti 7, 1 7, u zavisnosti od 7, i 7, tako da ravan kvadrata ABCD sadrzi O(0,0,0). ReSenje:
=Ty i]@]‘d‘ ir, =7, i]@]‘d‘,gdejeJ:(FA x@)x@i@:ﬁg

4. Neka je ravan « definisana sa « : i7" = 17, i neka su tacke A i C' odredene sa svojim vektorima polozaja

17, tako da je AC f . U zavisnosti od vektora 7,7,,7, i 7, izraziti vektore polozaja tacaka B i D
temena kvadrata ABCD, gde je AC njegova dijagonala i ravan kvadrata ABCD normalna na ravan a.
Resenje: Neka je § ravan kvadrata ABCD tj. normalna na « i prolazi kroz AC'. Tada vektor normale ravni
B jerig = AC x i i vektor paralelan sa BD je d = AC x (1@ X i), paje 7y, = 5(Fy +7,) £ 5|7, — T ||d|
5. Ravan « sadrzi tacku @) i normalna je na Vektor ﬁ, a prava p sadrzi tacku P i paralelna je sa vektorom
p, pri cemu je p ff a i Q & p. U funkciji od 7, 7, 7, i p izraziti temena A, B, C jednakostrani¢nog trougla
ABC ivice 1, ¢ija sva temena leze u ravni «, tez1ste T trougla pripada i pravoj p, a teme A je maksimalno
udaljeno od tacke Q.

Resenje: Teziste T trougla je presek prave piravni a, te je 7, =7, +
BC, tada je TA = %i —iTA = f Kako je teme A je maksnnalno udaljeno od tacke @), sledi da su

2 f
Qj T@) AT
A, Q, T kolinearne i T je izmedu A i Q), pajer, =7, + == 1 Foo=T 4 =2 ST =T 1?”

6*. Neka su mimoilazne prave a i b odredene redom SVOJlm Jednacmama r=r,+tdir=r,+ tb i neka j je

,'?

M . Ako je A; sredina stranice

alb t]. @b = 0. (a) Nadi vektore polozaja temena pravilnog tetraedra M N PQ u zavisnosti od 7, d, 7y, b,
ako se temena nalaze na pravama a i b. (b) Izracunati koordinate temena M, N, P, Q tetraedra ako je
r,=(-4,1,4),a=(1,1,0), 7, = (—=7,11,—-15), b = (-=7,7,-8).

Resenje (a) Neka ravan « sadrzi pravu a i neka je normalna na pravu b. Takva ravan « postoji samo zato
Sto je a L b. Presecna tacka prave b i ravni a je tacka S ¢iji vektor polozaja je 7 = 7, + %5 Ako

zamenimo uloge pravama a i b u predhodnom racunanju dobija se tacka 7, =7, + (7 Tj 35 7maci da j je ST

zajednicka normala prav1h aib, pri cemu je S € biT € a. Sada je dalje ocevidno 7, \, = 7, £ |1, — 7| \f |Z‘
7, = 7 |7 — 72 7o () 7o = (=5,5,4), 75 = (5,3, =3), 7y = (4,9,4), 7y = (=5,0,4), 7, = (0,4, 1),

r, = (7,-3,7).
7. Neka ravan o : ﬁF = ﬁf nije normalna na z - osu i neka tacka A ¢ a je odredena sa 7,. U zavisnosti od
LT ako da je ABCD kvadrat, ABLa, B € a i BC paralelno sa xOy ravni.

.7, 1 izraziti

Q' a» B) C7 D

Resenje i, =7, + u =7, £ ]@]‘?igl, gde je AB = 7o—7, ik =(1,0,0).

8. Dokazati da je trougao ABC Jednakostramcan ako i samo ako vazi 2F — T, =T, = +/3 71 x (7, —7,),
gde je vektor 77 jedini¢ni vektor i normalan na ravan trougla ABC tj. # _ JB.dc

|aBxac|
9. Neka tacka V' odredena sa vektorom polozaja 7, ne pripada pravoj p:'" = 7, +tp. U zavisnosti
od 7,, 7, 1 p nali vektore polozaja 7,, 7,, 7, 1 7, temena prave pravilne Cetvorostrane piramide

VABCD, ako temena A i C pripadaju pravoj p i dijagonala AC osnove ABCD je jednaka visini
piramide. Resenje Neka je tacka T' projekcija tacke V' na pravu p. Tada je



7y =7, + Dl Fro =Ty £ 317, =7 L = i1| T|—|r e
10. Neka tacka V ne pripada praVOJ p: 7 =17, +tp. U zavisnosti od 7,7, i p nadi vektore polozaja
T,,Ty, T temena pravilnog tetraedra VABC’, ako A epilTep,gdejeT tez1ste trougla ABC'.
Resenje Neka je tacka T' projekcija tacke V' na pravup i S sredina od BC. Tada je
Fo = T+ Ol = £ 2R, = Pl B = 7 2R, = Pl oo = T £ 3217, — 7 [ (i
11. U zav1snost1 od 7, 1 7 napisati vektore polozaJa temena B, C, D kvadrata ABCD koji pripada ravni «
koja je normalna na jedini¢ni vektor 77 i sadrzi tacku A, a teme C' je najblize kordinatnom pocetku.

Resenje Tacka C' je normalna projekcija koordinatnog pocetka O na ravan «, pa je

. T 1 TR @ 1, ., n X m 1, o o

o= i, Ty = (P ) |m|l* w7 "2 7))+ |fﬁ|wm| 5 (7 7o 7 % AC),
12. Neka datoj ravani « : i7" = 7ir, pripada kvadratna osnova ABC'D prave pravilne ¢etvorostrane piramide
VABCD, gde je V dati vrh piramide i T' teziste osnove ABC'D. U zavisnosti od 73,7, 1 7, izraziti vektore
polozaja temena ABCD, ako je teme A kolinearno sa koordinatnim pocetkom O i tackom V' ¢ a.
Resenje T je projekcija tacke V na ravan a, a tacku A presek prave p = p(O,V) i ravni a odnosno
’ ) (F’A—TT)XTL

‘ (F’A frT) ><n|

13. Data je prava p : 7 = 7, + tp'i vektor 7 Ap. (a) Odrediti temena pravilnog Sestougla ABCDEF
¢ije teme A pripada pravoj p, centar je koordinatni pocetaku O i ravan Sestougla jenormalna na 7. (b) Za
7, = (5,5,8), 0= (-3,1,1) i @ = (—3,0,20) izracunati koordinate tacke A. ReSenje (a) Jednacina ravni «
Sestougla je o : 717 = 0. Pa je A= aNp, odnosno 7, = 7, + Tfinﬁ Iz OA = —~OD sledi 7, = —7,. Neka je
QQ projekacija tacke B i tacke ' na duz AO, a R projekacija tacke Citacke £ na duz OD. Tada je 7, = %FA
ir, = %F’D. Vektori Q-B> Cﬁ" RC i RE su normalni i na 7 i na 7, |l E, tj. paralelni su sa m = 7, X 7, te
o | |‘ S iTop =Ta £ \f|rA| - (b) Uvrstavanjem datih vektora dobijamo 7, = (20,0, 3).

14. Data je ravan « : 111 = m“Q ipravaa:7 =7, + tZ, pri ¢emu je i #01i 0% it # 0. U zavisnosti od 7,77,

—
7/,B,C

7” —7 )1 . — iy T :
o=, + 2 m-%+% - Dalje je 7, =27, —7, 1 7y, =7, £[7, —
» :

7'i 7 odrediti vektore polozaja temena kocke ABC'DA,B;C1D; ivice duzine 5, ako teme A pripada preseku

prave i ravni, teme B pripada pravi i ravan kvadrata ABC'D je normalna na ravan «. Koliko ima resenja?

(T[—E azbog BecasledirT, =7, & 5|‘/Z Vektor m

normale ravni kvadrata ABC' D mora biti normalan i na 77 i na E te je m = m X E a vektori AD i BC moraju

ResSenje A je prodor prave a kroz a, te je ¥, =7, +

biti paralelni sa 7= m x 0, te je 7, = 7, & 5‘% 17, =71, i5\”l' a1 B, = Tapen i5— Ima 8 reSenja.
15*. Date su tacke A i C' i vektor ﬁ normalan na ravan pravougaonoka ABC'D ¢iji odnos stranica je v/2.
Odrediti 7, i 7, u zavisnosti od 7,, 7, i 7. ReSenje Neka je npr. AB : BC' = V2:1tj. AB = +/2BC, i neka
je tacka @) prmekcua tacke B na duz AC'. 1z slicnosti trouglova ABC' i BQC sledi da je 3 B—C = %, odakle
sledi da j Je QC’ BC gde je AC? = AB? + BC* = 2BC?+ BC? = 3BC? odnosno BC? = éACz, odakle sledi
QC = — 1AC. Sledi 7, = 7, + 1CA = L7, + 27, Kako je QB = \/BC? — QC? = \/gAm —1AC? =

. AN N N A 7 . N N N
‘?AC, sledi da je 7, , =7, +QB =T, i—*/?i ’@‘ % Iz CD = BA sledi Tpp =Ty =Ty + T

Za AB : BC = /2 : 1 resenje je A, B,C, D, aza AB: BC =1 : /2 redenje je A, By,C, D;.
16. Data je prava p : 7 =7, + tp'i tacka A ¢ p. U zavisnosti od vektora 7,, 7, 1 p’izraziti vektore polozaja
temena kocke ABCDA;B,C1D;, tako da dijagonala BD osnove ABC' D pripada pravoj p. ReSenje: Tacku

S, presek dijagonala kvadrata ABC D, dobijamo kao projekciju tacke A na pravu ptj. T, =7+ (s ﬁﬁ el —A_PTp
Dalje sledi da je 7, , =74 £ \RM , pa iz AS = SC dobljamo T, =2r, —7,. Kako je 1l = pXi{?

jedini¢ni vektor normale ravni ABC’D sledi 7 Tansonny = Tasen + |A—B>|n Ima dva resenjeleA

17*. Data je ravan a : i7" = 7ir,, prava p : 7' =7, + tp, tacka A, pff o, A¢d pi A¢ «. U zavisnosti od 7, P,
Ty, Ty 17, izraziti vektore polozaJa temena jednakokrakog trougla ABC' ¢ije teme B pripada pravoj p, teme
C' pripada ravni « i stranica AB je osnovica trougla koja je paralelna sa ravni « pri ¢emu ravan trougla ABC

zaklapa sa ravni o ugao od §. ReSenje Iz B € pi AB || a sledi da tacku B mozemo dobiti kao prodor prave

p kroz ravan koja sadrzi tacku A i paralelna je sa «, pa je 7, = 7, + w p. Ako je S sredina duzi AB

tada je 7y = %(FA + 7). Ako je tacka T projekcija tacke S na ravan «, tada je T, =74+ 4 Q;”; 51 1. Kako
je ABC jednakokraki trougao sa kracima AC i BC, teme C' treba, osim ravni «, da pripada i simetralnoj
ravni osnovice AB, odnosno treba da pripada pravoj m koja lezi u ravni «, sadrzi tacku 7', a pravac joj je
normalan na pravac prave AB. Vektor pravca prave m je m = 1 X AB. Tz uslova da ravan trougla treba sa



ravni a da zaklapa ugao 7 sledi da je ST'C' jednakokraki pravougli trougao sa pravim uglom kod temena T,
Sto znati da je ST = T'C, te tako dobijamo 7, =7, & ]S—T)]%

18. U zavisnosti od vektora 7 i vektora polozaja 7, i 7, susednih temena A i B kocke ABCDA,B,C, Dy,
izraziti vektore polozaja temena kocke ABCDAlBlClDl kod koje je ravan dijagonalnog preseka ABC) D,
normalna na vektor 7. Resenje Kako su 301 i A—Dl) vektori dijagonala kvadrata omotaca kocke normalni na

vektore 711 1 jﬁ’ sledi 7 Tcl,Dl — j: f‘@‘%% Tacke 7, Ty = ( 01 + 7 ) 7 = 5(7’D1 + TA) su sredine
duzi BCy i ADy, te sledi da je 7, . =75 & f|@|ﬁ 175 j:f|1@|ﬁ
TESTOVI
1. Koje od tvrdenja je tacno ako je a 7& 0. 1) prab == alé 2) reb=¢2=al (l;— 0)
3) prab=c ab=dlc 4) prab=c=db=ac 5) prab=c<ab=ac 6)prab=c=al¢é
2. Ako je 11 # 0, tada vazi: ) an=pi=a=0 2 an=pi<=a=0 Nai=pisa=0
3. Za svaki vektor 77, vazi: ) an=pi=a=70 2 ai=pi<=a=0 Nai=pisa=0
4. Ako su a i_’g nekolinearni vektori, tada vazi: .
1) ad+pb=0=>a=0=0 2) ad+pb=0<=a=0F=0 ) ai+pb=0=a=0F=0
5. Za sve nen_gla vektore @ i g, vazi: . .
1) ad+6b=0=a=0F=0 2) ad+pb=0<=a=0=0 3 ad+pfb=0<a=(=0
6. Funkcija prz : V — {ad|a € R}, prz(z) = ‘igf d, a# 0 ( V— skup svih slobodnih vektora ) je:
1) dobro definisana  2) injektivha  3) SII‘JektIVHa 4) bijektivna  5) projektovanje na pravu
7. Funkcija prz : V — V, prz(¥) = ;—;6, d # 0 ( V— skup svih slobodnih vektora ) je:
1) dobro definisana  2) injektivna  3) sirjektivna  4) bijektivna  5) projektovanje na pravu
8. Funkcija pry : V — V, pr (¥) = % — prs(Z) = £ — 2L, 7 # 0 ( V— skup svih slobodnih vektora ) je:
1) dobro definisana  2) injektivnha  3) sirjektivna  4) bijektivha  5) projektovanje na ravan
9. Ako je Ax+By+C=0 jednac¢ina prave u ravni zOy i A # B, tada vektori paralelni sa tom pravom su:
a) (4,B) b) (A,=B) c) (=A,B) d) (B,A) e)(B,-A) f) (-A -B) g) (-B,-A4) h) (=B, 4)
10. Ako je Ax+By+C=0 jednacina prave u ravni zOy i A # B, tada vektori normalni na tu pravu su:
a) (AaB) b) (A> _B) C) (_A7B) d) (BaA) e)(Ba_A) f) <_A7 _B) g) (_Ba_ ) ) ( )
11. Zapravem: &2 = L = 2 jp; 20 = vl — =3 a) mimoilazne su (mﬂn—(l)/\mH n)
b) paralelne su i razlicite (m || n Am #n c) poklapaju se (m=mn) d)sekuse (mnNn={M})
12. Zapravem: &2 =l = 2 jp: 5 = U = = a) mimoilazne su (mNn=0Am}f n)
b) paralelne su i razlicite (m || n Am #n c) poklapaju se (m = n) d)seku se (mnNn={M})
13. Za prave m : 132 = == Zin: 2= utl = =5 a) mimoilazne su (mNn=0Am}f n)
b) paralelne su i razlicite (m || n Am #n c) poklapaju se (m=mn) d)sekuse (mNn={M})
14. Za prave m : ””3;2 == Zin: = = U2 = a) mimoilazne su (mNn=0Am }fn)
b) paralelne su azllclte (m||nAm#mn) c)poklapajuse (m=mn) d) sekuse (mnNn={M})
15. Neka su dati vektori 7, i @ i realan broj d. Ako je AB | @ |?| —=diABd < 0 tada je:
1) r, =7, —I—d%‘ 2)r,=7,+d-da 3)7,="7, d‘% )7, =7, —d-d 5)FB:FA:|:CZ-|%
16. Neka su dati vektori 7, i @ i realan bl"OJ d. Ako j Je AB | @, |?| =d,ld =11 AB i < 0 tada je:
1) 7y =7, +d- & 2) =Ty td-d 3) T, =7, —d- & 47, =7, —d-d 5)7,=7,+d 5
17. Neka su dati vektori 77, i @ i realan broj d. Ako je AB | @, \?\ =d, |d =0,51 AB i < 0 tada je:
1)/, =7,+d- @ 2)7" =7, +2d-a 3)r,=7,—d- % )7, =7, —2d-a 5)r,=7,+d- %
18. Jednacina z +y =1, x € R, y € R jeste jednacina:

1) samo prave  2) samo ravni  3) prveiravni  4) ili prave ili ravni, zavisno od jos nekih uslova



